
Caractérisation de Γ par log-convexité [2]

II.E Caractérisation de Γ par log-convexité
La fonction Gamma d’Euler est :

Γ :

$

&

%

R˚
` ÝÑ R˚

`

x ÞÝÑ

ż `8

0

tx´1e´t dt

Théorème 23: de Bohr-Mollerup-Artin

Soit F l’ensemble des applications f : R˚
` ÝÑ R˚

` vérifiant :
i) fp1q “ 1 ;
ii) pour tout x P R˚

`, fpx` 1q “ xfpxq ;
iii) ln ˝f est convexe (on dit que f est log-convexe).
Alors F “ tΓu.

Démonstration.

Existence : la fonction Gamma est un élément de F

i) Γp1q “

ż `8

0

e´t dt “ 1.

ii) Par IPP justifiée par la convergence du crochet qui vaut 0, on a pour tout x ą 0 :

Γpx` 1q “

ż `8

0

txe´t dt “
“

´txe´t
‰`8

0
` x

ż `8

0

tx´1e´t dt “ xΓpxq.

iii) La fonction Γ est C2 donc l’application ln ˝Γ est de classe C2, et pln ˝Γq
2

“
Γ2Γ´pΓ1q

2

Γ2 .

Soit x P R˚
`. On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions t ÞÑ lnptqt

x´1
2 e´ t

2 P L2 pR`,Rq

et t ÞÑ t
x´1
2 e´ t

2 P L2 pR`,Rq et on a :

Γ1pxq “

ż `8

0

lnptqtx´1e´t dt

“

ż `8

0

lnptqt
x´1
2 e´ t

2 ˆ t
x´1
2 e´ t

2 dt

ď

ˆ
ż `8

0

lnptq2tx´1e´t dt

˙

1
2
ˆ
ż `8

0

tx´1e´t dt

˙

1
2

“ Γ2pxq
1
2Γpxq

1
2

Il s’en suit Γ2Γ ´ pΓ1q
2

ě 0 et donc l’application ln ˝Γ ě 0, donc elle est convexe.

Unicité : Γ est le seul élément de F
On sait maintenant que Γ P F . On va montrer que tout élément de F coïncide avec Γ sur N˚, puis sur
s0, 1r et enfin sur R˚

`zN.
Soient f P F et x P R˚

`.

1er cas : x est un entier (strictement positif). Comme f et Γ vérifient iq et iiq, on a :

fpxq “ px´ 1q! “ Γpxq

Ainsi f coïncide-t-elle avec Γ sur N˚.
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2d cas : x Ps0, 1r. Notons g :“ ln ˝f . Soit n P N˚. Alors g est convexe par hypothèses, donc par le
lemme des 3 pentes, on a l’inégalité suivante :

gpnq ´ gpn´ 1q

1
looooooooomooooooooon

pente 1

ď
gpn` xq ´ gpnq

x
looooooooomooooooooon

pente 2

ď
gpn` 1q ´ gpnq

1
looooooooomooooooooon

pente3

On fera un beau dessin du courbe convexe pour illustrer le lemme.

Ainsi on obtient lnpn´ 1q ď
gpn`xq´gpnq

x ď lnpnq, puis :

0 ď gpn` xq ´ gpnq ´ x lnpn´ 1q ď x ln

ˆ

n

n´ 1

˙

Or, f vérifie ii) donc par une récurrence immédiate :

gpn` xq “ lnpfpn` xqq

“ lnppx` n´ 1qfpx` n´ 1qq

“ . . .

“ ln

˜

fpxq

n
ź

j“1

px` n´ jq

¸

“ gpxq ` ln

˜

n´1
ź

j“0

px` jq

¸

On obtient alors :

gpn` xq ´ gpnq ´ x lnpn´ 1q “ ln pfpxqq ` ln

˜

n´1
ź

j“0

px` jq

¸

´ gpnq ´ x lnpn´ 1q

“ gpxq ` ln

˜

n´1
ź

j“0

px` jq

¸

´ lnppn´ 1q!q ´ ln ppn´ 1qxq

“ gpxq ´ ln

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

pn´ 1q!pn´ 1qx

n´1
ź

j“0

px` jq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Enfin, par le lemme d’encadrement (n Ñ 8)

gpxq “ lim
nÑ`8

ln

˜

n!nx
śn

j“0px` jq

¸

;

puis par continuité de l’exponentielle :

fpxq “ lim
nÑ`8

n!nx
śn

j“0px` jq

Or cette équation est vérifiée par toute fonction de F , donc en particulier par Γ P F et donc par
unicité de la limite, f et Γ coïncident sur s0, 1r.

3e cas : x Ps1,`8rzN. Écrivons x comme la somme de sa partie entière txu et de sa partie frac-
tionnaire dpxq, c’est-à-dire x “ txu ` dpxq où, remarquons le, dpxq est élément de s0, 1r. Par les deux cas
précédents, on a alors :

fpxq “ px´ jq fp dpxqq “

˜

txu´1
ź

j“1

px´ jq

¸

Γpdpxqq “ Γpxq.

Au total, l’étude des trois cas donnent que les applications f et Γ coïncident sur R˚
`, ce qui achève

de montrer l’égalité F “ tΓu.
■
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